V-8 (59 min) 1-Marzo-2019

Resumen de Miguel Caiiizares Calculo de valor esperado <¢,p,> (2* parte)

Funcional Generador en campo de puntos discretos con valores ¢; libre de interacciones

n (I) del resumen de V-4, para campo de tnico punto de valor ¢, definimos: Z[J] = [__ e S+ do

En (I) de resumen de V-6 vimos que en campo de “n” puntos discretos: S((I)j) = mT ()T (A (P)

“ E3] “ b3

En campo de “n” puntos discretos, Z[J] representa una funcién de valores J, de forma que en el exponente para
calcular Z[J}, J,, ... J,] se pone el producto ¢-J como producto de matrices: (¢)(J) = X; ¢,/;

Ahora, el funcional generador se define:  Z[J] = [+ fj:: exp [— mTZ (P (P) + ((I))T(])] Do D

Vamos a resolver esa integral reduciéndola a integrales gaussianas, para ello hacemos el mismo cambio
de variables, que ya vimos en videos 6 y 7, regido por la matriz (V) de vectores propios:
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1* parte de exp: en (1) de resumen de V-6:  S(;) = mTZ(cj))T(A)(d)) = mTZ ') = mTZZI- A7
2 parte de la exponencial se transforma: (¢)7(J) =X ¢:/i = [T - () = @)TWT() =

V11 e Upp ]
= (¥ - 1/’n)< P : ><1>= (1)1 + -+ V) Y1+ + Wiy + o vnndn) Yo = Xahy + 0+ X1y
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Para escribir menos hemos llamado: (X) = (V)T(J) - X, = YiVidJ; Yy 2°parte queda: @T)) = XiX; Y,

= ffj:jexp [—mTZZjljll)]Z +Zijl/Jj] Dy = ff_t:exp [_mTZZAj (1/)]2 _ZmXTQj l/)f)] Dy

(a* — 2ab) = (a = b)* —b* — llamandoa =y; y b = )?/1 se cambia cada sumando, y opera el exponente:
]
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Exponencial se pone como producto: Z[]] = exp (Z j 2m2 % ) [ f:: exp [Z > (l/) I m2 % ) ] DY

Dentro de cada sumando se cambia: (l/) j ) =y; = diy; = dy;y laintegral se convierte en producto de

mZ)L

integrales gaussianas vistas en (I) de resumen de V 3:

X2 e _XZ —\/2_
20 = exp (Lt ) T 12 exp (=257257) dy, = exp (8 ) T
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Teniendo en cuenta que Hjm = L Jaeo) - i y I ( - ) = ( - ) nos queda:
. (\/ﬁ)n suma formamatricial _ (VZzm)" 1 o Tipat
Z[]] = mn Jdet (4) < 2m2 21 Py = mn fdet (A) exp [Zmz X)" (D) (X)]

Deshacemos lo que hicimos para abreviar: (X) = (N)T(J) = XTMD)1x) = (DTW) D) TWNHTY)
Segtin (I11) de resumen de V-2: (W) (D)'(NT =A™ = XTD1X) = NDT'A)D

El producto de matrices, al que hemos llegado, se puede comprobar que es equivalente a: Zi j Ai_jl JiJ j
Por lo tanto, el funcional generador es:

A7t es el elemento ij de matriz inversa de (A) Z[]] = m'E\/?i_\/:—B(A exp [2 YA 111 J; J]] (IT)



Calculo del valor esperado (¢,d;) utilizando el funcional generador

®»

En (V) del resumen de V-4 para campo de tinico punto de valor ¢ vimos: (pP) = Zzp[ ([)(])]
En un campo de “n” puntos discretos generalizamos el célculo del valor esperado de un producto de “p”’ (par)
valores:
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<¢a¢b¢c¢d - ¢p) = Z[0] (III)
a
(@za) 20,

En el caso de dos valores, queda: (¢,¢,) = Z[0]

Numerador: [(a] 6]b) U)] mn(\/% aaTaai]b (Zmzzu ]i]j)]o
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mm,/det (4) exp [Zm2 Z” Aij ]1]]]0 - mn,/det (4)

Denominador: Z[0] =

Al dividir numerador entre denominador y simplificar:

( - 6 6 1 Z A1
) evaluado con todas las J=0
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Para abreviar llamamos M;; =2n’12 y ponemos: (P, P,) = 6] a] exp ij ij]i]j]o

e a a
1% derivacion: 57~ exp Y M;jliJ; = (exp X Mij)i] ;) a—]b(ZijMij]i]j) =

- expEMUJJJ ZMUL .t Z My 1t ) = exo ) Mty )| D Mgt 8 + ) Myl 8 | =
ij ij ij
= exPZMij]i]j zMib]i +2Mbj]j
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2* derivacién: ai]a [(exp Xij Mg ;) (i MipJi + 2 MyyJ; )] =

d d
E Mip]i + E My;]; T E M;jjijj | + | exp E Mji] " E Mip]; + E My;j;
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Como no hacemos mas derivadas y hay que evaluar el resultado para todas las J = 0, el primer factor del primer
sumando se anula, mientras que el primer factor del segundo sumando se hace la unidad. En definitiva nos queda:

9 3, 3y,
(Do) = E Mip)i + E Myl | = E Mib_a]; + E Mbj_a]jl = E Mip8iq + E Mpjbja = Map + Mpq
7 7 7 7 7 7
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Volvemos a expresar M, = 2me y My, = 2::12 - (P.Pp) = 2m2 2:12
1 ,_ ;
Al ser simétrica la matriz (A) y su inversa (A)", nos queda: (P,Pp) = n?“lal} (Iv)

Vemos que hemos obtenido exactamente el mismo resultado para (¢, ¢}) utilizando el funcional generador Z[J],
que haciendo un calculo directo sin utilizarlo: expresion (IV) de resumen del V-7

EJERCICIO PROPUESTO: Calcular {¢,PpP.Pa)




